(U;+,)Unterring
* 0€U

Grad(a(x)) = Grad(ao + a:x + azx? + aux™) = m, wobei ap, # 0
Grad(ap) = 0, falls ag # 0
Nullpolynom hat keinen Grad

e VaeU:—a€l

e VabeUia+beU

e VabeU:a-beU

1

Polynomdivision
K Korper

a(x),b(x) € Klxl:a(x) # 0

=b(x) =q(x) O a(x) D r(x),

4(x),7(x) € K[x], eindeutig bestimmt
Undr(x) = 0V Grad(r(x)) < Grad(a(x))

Radjustiertx

|

a(x) @ b(x

(p(x), 4(x))

sei grad(p(x)) > grad(q(x))
Berechne: p +q = q,() + (23)
Teile

u(x) durchi(x) bis grad(r(x)) = 0
7i(x) =0 =2 114 (x) = ggt

sonst r(x)

(RIx1;0,@)Polynomring

xist Unbestimmte
= (ag + bo) + (a1 + by )x + (az + by)x? ...

() © bx) = (a0 bo) + (aobs + asbo)x + (. atbm-)x™

(R, +,) Ring = (R[x],0.®) Ring

‘ (R, +,) Integrationsring = (R[x],0,@) Integrationsring

(K, +,:) Korper = (K[x1,0,@) kein Korper

1t und 1qe

+,) Ring

(R; ) ist Halbgruppe
« (R;+) ist abelsche Gruppe
sind distributiv

Einselement 1,
* 1g € R\[05}
* Va€Ra-lzg=1g-a=a
« Eindeutig bestimmt

YaeRall,

|j
(R, kommutativ

997 (a,b)
va,b,d € R; (a,b) # (0r, 0)
1)dlaadlb
2)tlant|b=tldvteR

Nullteiler
a,b € R0z}
a,b Nullteiler < a-b = 0

Nullelement
* 0z€R

« Eindeutig bestimmt
* Ex.zujedem Ring

99T(a,b) = dy A ggT(a,b) = d,|
= dye = dy,e Einheit € R

Nullteilerfrei = Ring hat keine Nullteiler

0

Geben Siefhier eine Formel ein,

Jeder Ksrper ist ein Integrititsring Jeder endliche Integritatsring it ein Korper

Va€Ria-0p=0

Z\{0,1,~1} enhtlt weder Nullteiler noch Einheiten

R AOg-a=0g ‘

Einheit

a € R Einheit < o™

ex.

Endiiche Korper aber GF(q)[x1/ f(x)

sind Vektorraume iber GF (q)

a € Z,\[0} = a Nullteiler v a Einheit

Nicht jeder Integritatsring st ein Korper

@ kann nicht beides sein

(Zn, +,) mitn € P = Korper

~

(K; +,)Kérper

T

Ky, K endliche Korper |K;| = |Kz| = Ky = K,

-

= (K[x].0.®) Ring (spezieller Integrationsring)
p* — 1 0rdnung der mult. Gruppe des Korpers
GF(p)Ix1/f(x) fG) €Klxl, V grad(f(x)) = k
Ist Kérper & f (x) st irreduzibel K[x)/f(x)

K =Gf(q) Agrad(f()) = k

| KI¥/f) | = p*

£(x) € GF(p)[x| primitives Polynom vom Grad k iber GF(p)

Elemente des Kérpers GF(p)[x]/f (x):

0,x% = 1,x mod f(x),x*mod f(x), .., x"*"'mod f(x) !

Multiplikation:

ximod f(x) ® x/mod f(x) = N ™P 1 mod f(x)

Berechnung inverser Elemente bzgl. @

( : T ko1t
ximod f(x)) ="~ mod f(x);i,j € (O,1,.

= {a(x)mod f(x)] a(x) € K[x]}
= {0} U {r(¥)|r(x) € KIx], grad(r(x)) < k}

GF(q) Endliche Karper
Endlicher Kérper mit q Elementen ex. <> g € P
ppe PkeNk=1)

« Kommutativer Ring
« Einselement ex.
* (K\{0g}, ) ist Gruppe

Vk € K:k # Ox = k Einheit|

= Es gibt bis auf Isomorphie genau einen endlichen Kérper mit ¢ Elementen \L

(K: +.Jendlicher Kirper

" )

|

|

GF(q) enthélt ¢(g — 1) primitive Elemente

tellt werden

F () irreduzibel & =3a(x), b(x) € K[x]: f(x) = a(x) © b(x)
A0 < grad(a(x)) < grad(b(x)) < grad(f(x))
x) kann nicht als Produkt darg

K = GF(p) und f(x) € K[x] irreduzibel grad(f(x)) = k
f(x) primitiv < min( {j € N\{0}| x'mod f(x) = 1}) = p* — 1

NS

T~

‘ Fiir endliche Korper ist der Primkdrper GF (p)

Der leinste Teilkkbrper eines Krpers wird Primkarper
genannt

—

|

Die multiplikative Gruppe von GF (q)enthélt
q — 1Elemente

Endliche Korper sind Vektorraume Gber GF (p)

Endliche Korper haben p* Elemente

[ minimum exsiert weil+”* mod £ ) = 1 ‘

|[{xomod £ ), x'mod £ ), x*mod f ),

7 mod £

{

fl@)=0ex-al|f)inK[x]

Nullstelle

Konstruktion m

o= G-ah)

Jez

)17 = (o = 1)

Minimalpolynome
GF(q)=0n(a),
o mui(x) € GF(p)Ix]

o x—dlimy

« Kleinsten Grades
Erfiillt gerade noch Eigenscl

mehr erfiillen

@€ GF(q)\(0},a' € GF(q)\{0}

« Normiert (Koeffizient zum gréRten x* ist 1)

en die Faktoren nicht

F(x) primitiv testen:
1. Ist f(x) irreduzibel
2. Gibtes Teilervon p* — 1

]
i [

v t|pf mod f(x) = 0 }—1

n-te Einheitswurzel:
Nullstellen von x™ — 1 € GF(q)[x],n € N\{0}

GF(q).q = p*,pprim, ggT(p,n) = 1

@ primitiv < (@] = n

Kl
0

ord(m,:) = |Zi|

‘ aistn-te Einheitswurzel & a € GF(q) Aa" = 1

Neer Abschnitt 1 Seite 1

n|pk-1ep 1 (mod n)

n st n-te Einheitswurzel & n | p* — 1 (n teilt |K"|) ‘
ord(a) in GF(q)[x1\{0} | ord(IK"])

=a

= (@ ={a%a, .,a" 1} > @
5 al, o paarweise verschieden

GF(q) enthalt primitive n-te Einheitsurzel & n|p* — 1

ist das kleinste k € N\{0}, sodass
GF(p*) primitive n-te
Einheitswurzeln enthélt

Ordnung von p der Gruppe (Z;,")

n-te Einheitswurzeln bilden eine Untergruppe

mit n Elementen von K * (Uy)

Da K| zyklisch = Uy zyklisch
= (n) primitive n-te einheitswurzeln|

K = GF()[x1/f(x), grad(f (x)) = k, f (x)primitiv

an-te Einheitswurzel = [Uy| = 1 (Un < K*)

= {1 =k

a=xg=x 1 =Uy={x4x3 .., 1} modp* -

Weitere primitive magliche n-te Einheitswurzeln: x, j € Z, ggT(j,n) = 1

1




